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Leontief 型線型経済構造とその双対経済構造
S l .  はじめに
高 橋 秀 悦
産業連関分析は, W.W.Leontief の独創的
な発想に基づくものであるが, も と も と は , 彼
の著書〔4〕の副題「均衡分析の経験的適用」
が 端 的 に 示 す ょ う に l ), 「経済的な一般 均 衡 一
いっそう適切には, 一般的相互依存一の理論
を ,  1つの国民経済の異なった部分の間の相互
関係についての経験的な研究に適用し, 価格,
産出量, 投資および所得の共変運動を通じてそ
の関係を明らかにする1つの試み(Leont ie f
〔 4 , 訳 p . 3 〕 ) 」 と し て 提 示 さ れ た も の で あ
る。すなわち,産業連関分析は,特定の経済を
多くの産業や部門に分割して, これらの間の一
般的相互依存の関係を数量的に把握しようとす
る分析方法なのである。それゆえ, この研究は,
産業連関表の作成についての統計的研究ならび
に現実経済への応用研究の側面と 一般均衡理論
の研究の側面とを併せ持つことになる2)。
産業連関分析と国民所得分析とは, 分析視点
が多部門か一国全体かの差があることを別とす
れば,両者の分析的枠組みはあまり異なるとこ
ろがな、、3 )。 このため,現在では,産業連関表
は国民経済計算体系の1つの柱となっており,
国民所得分析と完全に連結されている。 それゆ
え, 産業連関表の統計もこのような立場からと
られている。また,この表を利用した現実経済
への応用分析としては,国民経済の構造を把握
する構造分析と最終需要の変化が各部門の活動
水準にどのような変化させるか等についてみる
機能分析とが行われている。
他方,産業連関分析(=Leont ie f体系)で
は,生産要素間の代替が不可能な固定係数の生
産関数が前提にされているために,その体系は,
線型の連立方程式体系で表現されており, 特殊
な形の一般均衡理論となっている。 線型の連立
1 )  Leontief〔4〕 の旧版は, TheStrt‘ctt‘n of Amen'm n Eoonomy 1919-1929 の タ イ  トルでl94l年
に 0xford UniversityPressより刊行された。
2 )  新 飯 田 〔 l 2 〕 , 福 岡 〔 1 〕 , S o h n 〔 l 7 〕 な ど を 参 照 の こ と。
3 )  産業連関分析のその後の展開をみると, 一般均衡理論の発展と考えるよりも, 国民所得分析の発展
と考えたほうがよいが,  このことは産業関連分析がヶインズ経済学を母体として形成されてきたとい
うことを意味しない(新飯田〔l2〕)。産業連関表についてのLeontiefの最初の研究成果の発表は,,
Keynesのf一般理論』の刊行と同じ1936年であり, また. Leontiefは, 一般均衡理論の実証分析へ
の適用であることを強調しているからである (Leontie f 〔 4〕 ,  〔 5 〕 ) 。
_
方程式で表現される体系と しては, Leontief
体系の他に,Casse1-Waldの一般均衡モデル,
von Neumannの均斉成長モデル, ア ク テ ィ
ピ テ ィ ・ ア ナ リ シ ス な ど が 挙 げ ら れ る が ,  これ
らは,Leontief体系となんらかの共通都分を
持つている。例えば,Leon t i e f体系をァクテ
ィ ビ テ ィ ・ ア ナ リ シ ス の 特 殊 な ヶ ー ス と 理 解 す
る こ と が 可 能 で あ る し ,  さ ら に ま た , v o n
Neumann の均斉成長モデルを結合生産の可能
性を考慮した動学的なLeontief体系と理解す
る こ と も 可 能 で あ る 。 さ ら に , L e o n t i e f 体 系
はMarxの労働価値論とも関連があることが
知られている。 Leontief体系の双対体系は価
格もしくは価値を決定する体系であるからであ
る。
こ の よ う に Leontief体系は,その線型性ゆ
えに, 現代の経済学の大きな流れを形成してい
る W a l r a s の一般均衡理論,Keynesの一般
理論,Marxの労働価値論と関連しており,そ
れぞれを特殊化した体系ととらえることもでき
る で あ ろ う 。産業連関分析が現実経済の構造・
機能分析にきゎめて有効であるために, しばし
ば産業連関分析の実証・ 応用的側面が強調され
るけれども, 理論的な分析をする人々にとって
は,Leont ie f体系が,線型の経済構造となっ
て お り , か っ , W a l r a s , K e y n e s , M a r x を 継
承 し て い る こ と の ほ う が ょ り 強 調 さ れ る べ き こ
となのである。 本稿では, Leontief体系とそ
の双対体系をWal ra s ,Keynes ,Marxとの
関連から考察するとともに,両体系において非
負解が存在するための条件についても併せて考
察する。
S 2 .  線型方程式体系における非負解の存
在条件
線型方程式体系
( I )  B x = c
に お い て , 次 の ( 1 ) , ( 2 ) , ( H-S ) , ( 3 ) , ( 4 )
の5つの条件が互いに同値であることが知られ
て い る 4 )。 だ た し , B は n x n 行列であり,
行列Bの要素 bj j は i :i'l二 .1i の と き bi j S0 で
あ り ,  ま た , x と c は , そ れ ぞ れ, n x l
ベ ク ト ル で あ る 。
( l )  Weaksolvabillty5 )
あ る c > 0 に 対 し て ,  ( I ) に は 非 負
解 x ≧ 0 が 存 在 す る こ と
( 2 )  Strong solvability
任意のo≧ 0 に 対 し て ,  ( I ) は 非 負
解 x ≧ 0 を もっこ と
(H-S)Hawkins-Simonの条件
行列Bのすべての主座小行列式の値
が正であること
( 3 ) 行 列 B に 非 負 の 逆 行 列 B -l が存在す
る こ と
( 4 ) 行 列 B の す ぺ て の 固 有 値 の 実 数 部 が
正 で あ る こ と
4 )  証明については, Hawkins and S imon〔2〕,  二階堂〔l3〕,  〔14〕, 竹内〔20〕, Takayama〔19〕,,
塩沢〔15〕を参照のこと。 また,Mor i sh ima〔8〕 ,〔9〕の訳者注も有益である。 なお, こ こ で の 行
列とベクトルの大小関係を示す不等号としては,慣例にしたがって, > , :1l:, 2を用いている。
5 )  WeakSolvability は , あ る 非 負 べ ク ト ル x ≧ 0 に 対 し て B x > 0 と な る こ と を 意 味 し て い る。 なお,,
WeakSolvabil ityおよびStrongsolvabil ityの名称は,二階堂〔13〕による。
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S 3 .  産出量決定方程式
産業連関分析においては, 方 程 式 ( I )  は
( I [ )  〔 l -A 〕 x = c
の形式で表現されることが多い。 こ こ で ,  l は
n x n の 単 位 行 列 , A は ,t x n の投入係
数 aii からなる非負行列である。投入係数 ali
は , 第 j 部門が第 .1i 財 l 単 位 を 生 産 す る の
に 必 要 な 第 i 部 門 か ら の 投 入 量 を 示 し て い
る。 ま た , ベ ク ト ル x と . c は , そ れ ぞ れ ,
産 出 べ ク ト ル , 最 終 需 要 べ ク ト ル を 表 し て い
る。
行 列 l - A の 要 素 は , 言 う ま で も な く l
≠ j においては一a,j ≦0であるから,  l - A
=Bとぉけば, 上で述べた5つの条件の間の同
値 な 関 係 は 引 き 続 き 成 立 す る 。  こ の と き ,
Weak Solvabi l i tyは, あ る 非 負 べ ク ト ル x
≧ 0 に 対 し て x > A x が 成 立 す る こ と を 意 味
している。 これは,経済学的には,経済全体と
し て 生 産 過 程 に 投 入 さ れ る 第 i 財 の 量 よ り も
産出される第i財の量が大であり,  この経済
では, 1ti 一 Σa?j の純生産物が生み出されて
い る こ と を 意 味 し て い る 。  こ の よ う な 行 列
A は ,  生産的あるいは生産可能であるといわ
れ, 経済分析を行う際には, このような行列の
存 在 が 仮 定 さ れ る こ と も 多 い 6 )。
こ の よ う な と き に は , 方 程 式 ( I [ ) か ら
x = 〔 I -A〕一l c
が得られる。
と こ ろ で , 非 負 行 列 A に 関 し て は , 上 の 5
つの条件に加えて,次の条件
( 5 )  行 列 A の フ ロ べ ニ ウ ス 根 を .i ( A )
と し た と き ,  l > 1 ( A ) と な る こ と
( 6 )  行 列 A の 無 限 級 数  l 十 A 十 A2
十 一一が 収 束 す る こ と 7 )
もまた同値であることが知られている8)。
6 )  Morishima〔8〕, 〔9〕 ,  塩沢〔15〕を参照せよ。
7 )  行列Aの無限級数 l 十 A 十 A 2十 一 一は , [ l - A] -lに収東する。 これに対しては次のような経
済学的解釈をなすことができる。
cの最終需要に対しては,まずx (1 ) = cの生産が行われる。これが可能となるためには x ( 2 )
= A x ( 1 ) = A c の 原 材 科 の 生 産 が 必 要 で あ り ,  これには, .さ ら に ,  x ( 3 ) = A x ( 2 ) = A2c
の生産が必要である。 この過程は, さ ら に 通 及 す る こ と に な る か ら ,  最終需要c に よ っ て も た ら さ
れる生産は,究極的には
x = x ( 1 ) 十 x ( 2 ) 十 x ( 3 ) 十 一一
= ( l 十 A 十 A2 十 A3 十 一一 ) c
= 〔 l - A 〕 一 l G
と な る 。 な ぉ , 〔 l - A〕一l は ,  ケ イ ン ズ の 乗 数 の 考 え 方 と 類 似 し て い る こ と か ら , 多 部 門 乗 数 と か
行列乗数と呼ばれている (Lancaster〔3〕, 新飯田〔12〕)。
行 列 A が 分 解 不 可 能 な ら ば , 注 8 ) で 述 べ る よ う に , 〔 l - A〕一'> 0 ,  ま た , 行 列 A が 半 正 行
列 ( A t 0 ) な ら ば , 上 の 行 列 の 級 数 は , 適 当 な r に対して, A ' > 0 と な る か ら , 〔 l - A 〕 一 lの
対 角 成 分 は 1 よ り 大 と な る 。 し た が っ て , 分 解 不 可 能 な 半 正 行 列 に お い て は , あ る c i 0 に 対 し て
x = 〔 l - A 〕 一 ] c > c t 0
が成立する。すなわち, これは少なくとも1つの部門の最終需要が正であれば,すぺての部門におい
て, それぞれの最終需要よりも大きな正の生産が行われなければならないことを意味している。
8 )  さ ら に , 行 列 A が 分 解 不 可 能 と す れ ば , ( l ) ,  ( 2 ) ,  (H-S ) ,  ( 4 ) , ( 5 ) ,  ( 6 ) は 次 の ( 0 ) ,,
( 3 ) ' と も 互 い に 同 値 に な る 。
( 0 ) あ る c t 0 に 対 し て , 方 程 式 ( ] I ) が 非 負 解 x ≧ 0 を も っこ と
( 3 ) ' 〔 l - A 〕 一1 > 0 と な る こ と
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S 4 .  SoIow の行和条件・ 列和条件
投入係数は, 本来は, 物理的な投入量と産出
量の比であるけれども, 現実の産業連関表 (投
入係数表) では, 統計技術上の理由からこのよ
う な 比 で は な く ,  金額で表示された投入額と産
出額の比が表示されている9)。それゆえ,現実
の投入係数表においては,すべての 1 l に お い
て , 1 = Σ11_ lliij 十 ・oj が 成 立 し て い る ( た だ し,
,li:ll は円価値単位で測られた投入係数を, また,
υj は 第 1 l 部 門 の 付 加 価 値 を 示 し て い る ) 。
So1owは, この点に着日して,
(s- l ) す べ て の i に 対 し て ,,
1 > Σf? lai j
(s- 2 ) す べ て の f' に対して,,
1 > Σ1= laii
のいずれかが成立すれば, ( 1 ) が 成 立 す る こ
と ( し た が っ て ( 2 ) ,  (H-S) ,  ( 3 ) - ( 6 )
も同時に成立すること)を示した。 この十分条
件は,Solowの行和条件・列和条件と呼ばれ
ている1o)。Solowは, こ の 条 件 に よ っ て , す ぺ
ての部門の付加価値 t,j が正であれば,実際に
作成されている産業連関表から計算された投入
係 数 の も と で は , 任 意 の c ≧ 0 に 対 し て , 必 ず
非負解が存在すること, したがって,最終需要
の 変 化 の 効 果 を 測 定 す る シ ュ ミ ュ レ ー シ ョ ンが
可 能 と な る こ と を 示 し た の で あ る 。
lii 5 .  レオンティ エフ・ パ ラ ド ッ ク ス
§ 3 で 述 ぺ た よ う に ,  最終需要 c を満たすた
め に は ,  x = 〔 l - A 〕 一l cの生産が行われる
こ と に な る。 こ の と き ,  xの生産のために必要
とされる労働投入量の合計は,生産量r ll と
労働投入係数 1ll の 積 の 和 , す な わ ち ,,
tLx = tL 〔 l - A〕一1 c
で示される。 た だ し , 'L は , 各 部 門 の 労 働 投
入係数 1lj か ら な る 1 x n の ベ ク ト ル で あ る 。
ま た , 第 j 部門の最終需要1単位のみを生
産するのに直接・間接に必要とされる労働投入
量は
g f = t L 〔 l - A 〕 一l e Jl である11)。 こ こ
で, e j は , 第 .1l成分のみがlで他の成分がゼ
ロ の .1l 項 単 位 ぺ ク ト ル で あ る。
〔 l - A〕 一lの成分を aij'i _ ,_* とぉけば,,ｵ
j =i ljaif*
である。 こ こ で , L t 0 , す な わ ち ,  いずれ
かの部門で生産のために労働が使用されている
ものとすれば,,ｵ
i≧1i ≧ 0
が成立する。 さ ら に ,  行列Aが半正行列で分解
不 可 能 と す れ ば , 注 7 ) で 述 べ た よ う に , aif*
> l か つat* > 0 と な る か ら , L? 0に対してｵ
f > 1l11≧ 0
が 成 立 す る 。 こ れ は , 第jl財1単位を生産する
のに必要な直接・間接の労働量は,直接労働量
9 )  理論上は, 財の測定単位をまったく自由に選ぶことができるから,  貨幣l単位で購入可能な量を新
しい測定単位として採用することも可能である。 このとき投入額や産出額は, 新しい基準で測定され
た投入量や産出量に, それぞれ, 等 し く な る 。  このような測定単位はドル価値単位とか円価値単位と
呼ばれている。
10) So1ow〔16〕,二階堂〔l3〕,〔 l4〕 ,森ll 爲 〔 7 〕 , 新 飯 田 〔 l 2 〕 を み よ 。
11) § 6 で は 第 ' 財の労働の価値と定義される。
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よりも大きぃ こ と を ,  また, いずれかの部門で
直接的な労働が必要とされれば,直接労働を必
要としない部門でも, 必ず間接的な労働投入を
必 要 と す る こ と を 示 し て い る。
こ の こ と は, 2つの財 j と k において, 1j
>1t で あ っ た と し て も , µ j<µl: と な る 場 合 が
あることを示唆している。 財1単位を生産する
のに労働投入量が多い方を労働集約的と呼ぶこ
とにすれば, 直接的労働に関して労働集約的な
財が, 必ずしも総労働に関して労働集約的とな
るとは限らないのである。
Leon t i e f 〔 5 ,第5章〕は,基本的にこのよ
う な 考 え 方 に た っ て , ア メ リ カ 合 衆 国 の 投 入一
産出データを分析し, ア メ リ カ の 輸 出 財 の ほ う
が 輸 入 財 よ り も 労 働 集 約 的 で あ る こ と を 示 し
た。彼の主張は,一般の予想と反することから,
レ オ ン テ ィ ェ フ ・パ ラ ド ッ ク と 呼 ば れ て い る。
なぉ,APPENDIX にはこの節で述べられ
たことの数値例が示されている。
S 6 .  価格決定方程式と価値決定方程式
方 程 式 ( I [ ) に 対 し て は ,  双対方程式(価格
決定方程式)
( ]I[ )  t〔 l - A 〕 p = v
を考えることができる。ただし, t〔 l - A 〕 は 〔 l
- A 〕 の 転 置 行 列 で あ り , p と v は,それぞれ,
n x 1 ベ ク ト ル の 価 格 べ ク ト ル , 付 加 価 値 ぺ
ク ト ル で あ る。 第 i 財1単位を生産するのに
必 要 な ( 直 接 的 な ) 労 働 投 入 量 を 1ll . 第 .1l 財
1単位当りの利潤をπi とし, 1i , 1ri を 第 i成
分 と す る べ ク ト ル を ,  それぞれ, L, r と
おき, ま た 賃 金 率 ( ス カ ラ ー ) を u1 とぉけば,,
V =ωL 十 T
である。
国民所得の三面等価は,方程式( I[ ) , ( I I I )
の双対関係から示すことができる。 すなわち,
こ の 2 式 か ら
tp 〔 l - A 〕 x = t p c = tv x
を 導 出 す る こ と が で き る が ( た だ し , 上 つ き 添
字 の t は転置べクトルを表している) ,これは,
総生産額一中間投入額=最終需要額=付加価値
額の数式表現に他ならない。
ここで, 労働者階級と資本家階級とからなる
社会を想定し, さ ら に 2つの階級とも所得のす
べてを消費に向けるものと仮定すれば, 言 う ま
で も な く ,  資本家の消費=利潤である。
ところでMor i sh ima〔8〕は, Marxの経
済体系には,方程式(]I)に対して,方程式(Il「)
とは別のもう1つの双対方程式(価値決定方程
式)があるという見解をとっている。すなわち,
「またマルクスの二重の双対性の考え一実物
体系と価値体系のあぃだの双性と実物体系と価
格体系とのあいだのもぅ1つの双対性一は,
-一今ではすべての経済学者によって, 交換の
ために商品を生産するあらゆる社会の第1原理
と し て , 容 認 さ れ て い る 。 ( 訳 p . 4 ) 」
このもう1つの双対方程式(価値決定方程式)
は
(W) t〔 l - A 〕 A = L
と 表 現 す る こ と が で き る。こ こ で , A は , 第 .1l
財の価値 aj を 成 分 と す る n  x 1 のぺ ク ト ルで
あ り , L は 第 ., 財1単位を生産するのに必要
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な(直接的な)労働投入量 1 j か ら な る n  x 1
の ベ ク ト ル で あ る 1 2 ) o
方 程 式 ( I[ ) と ( I V ) か ら は ,,
tA 〔 l - A 〕 x = tAc = tLx
という双対性が得られる。 この式は, 純生産物
(最終需要) を労働価値で評価したものの合計
が直接的な労働投入量の合計に等しいことを意
味 し て い る。
ここで,  再び2階級からなる社会での単純再
生産を考えてみる。労働者の1労働時間当りの
消 費 べ ク ト ル c u で ,  また資本家階級の消費
ぺ ク ト ル を cc で表せば,,
c = c u (lL) x + c e
である。したがって,上の式は
tA c 的 (tL) x 十 tA c c = tLx
となる。 1日の労働時間を T とすれば,支払
労働と不払労働は,それぞれ, T tA c w , l「一
T 'A c W で表される。押取率 e を両者の比で
定義すれば l3)
e = ( l - t」ll. c“1)/ (tA cu)
し た が っ て ,  ( 1 十e ) tA c '°= 1 と な る こ と
から,,,
tA cC = e (tA c tl' tL x )
= ( 1 -t」l.c u) tLx
が得られる。 すなゎち,価値で測つた資本家の
消費は,総剰余価値に等しい。
と こ ろ で , 行 列 〔 l - A〕の主座小行列式と
転置行列 t〔 l - A〕の主座小行列式とは同じ
値 を と る こ と と , 方 程 式 ( I [ ) に お い て , ( 1 ) ,,
( 2 ) ,  (H-S ) が 同 値 で あ る こ と か ら , 方 程 式
( I [ )  においてこの中のどれか1つが満たされ
るときには,双対方程式( I I I )においても
( 1 -a ) あ る v > 0 に 対 し て ,  p≧0が存
在 す る こ と
( 2 -a ) 任 意 の v ≧ 0 に 対 し て ,  p ≧ 0
が存在すること
12) 第 ' 財の価値とは, 第 jl財1単位のなかに体化された総労働量のことである (Morishima 〔 8 〕 ,,
森船〔10〕. 塩沢〔l5〕)。 第 ii 財1単位の生産は, al l 単位の i 財 と tj の直接労働との結合によっ
て な さ れ る か ら , こ れ に は, 1ia,lj .1li 十 1lの労働が含まれている。すなわち,,
aj = 1ial j 1li 十 lj
で あ り , こ れ を す べ て の 1 に つ い て 考 え れ ば. 方 程 式 ( l V ) が 得 ら れ る 。
また, 森船や塩沢は, 第 j財 l単位を生産するのに社会的に必要とされる労働時間を価値と定義
している(価値の第2の定義)。すなゎち,,
gr = Σ i f i j
で あ る 。 こ こ で. .1tj i を第 i 成分とする n x 1 ベ ク ト ル を xj, ま た , 第 j 成分のみが1で他の成
分 が ゼ ロ の n x 1 ベ ク ト ル ( i 項 単 位 べ ク ト ル ) を e'と ぉ け ば , 第 J 財1単位を生産するために
必要とされる他の財の生産量は
xi= A x j 十 e j
すなわち, x,'= 〔 l - A〕一l e j
す な わ ち , 逆 行 列 〔 l - A〕一1の第 .jl 列 で 表 示 さ れ る 。 そ れ ゆ え , 第 j 財の労働価値は,逆行列の
i 行 j 列と各部門の直接労働投入量 l との積をすべての i について合計したものとな る。こ の と
きµ jは, A= '〔 l - A 〕 -lL か ら 計 算 さ れ る2, と 同 じ 値 を と る こ と に な り ,  2つの価値の定義がまっ
た く 異 な る に も か か わ ら ず , 両 者 の 同一性が言えることになる。(なお,Mor i sh ima〔8〕や塩沢〔15〕
は両者の同一性を, それぞれ, これとはやや異なる方法で示している。)
13) Morisima〔8〕は,剰余価値率=剰余価値/労働の価値 =剰余労働/必要労働=不払労働/支払労働
=押取率が成立することを示している。
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(H-S-a )  転 置 行 列 t 〔 l - A 〕  のすべての
主座小行列式の値が正であること
のすべてが成立し, また同時に双対方程式(]V)
において
( 1 -b ) あ る L > 0 に 対 し て , A,.≧0が存在
す る こ と
( 2 -b )任意のLii 0 に 対 し て , A i i 0 が 存
在 す る こ と
(H-S-b)転置行列 '〔 I - A〕のすべての主
座小行列の値が正であること
のすべてが成立する。 (逆に, ( 1 -a) ,  ( 2-a),,
(H-S-a)のいずれかが成立すれば,(1),(2),
(H-S ) ,  ( l -b),  ( 2-b)のすぺてが成立する。
( 1 -b ) ,  ( 2 -b)のいずれかが成立するときも
同様である。)
〔 l - A〕一1 = l { l〔 l - A〕一l } で あ り , ま
た行列Aと転置行列 t Aの間には
① 両者の固有値が等しい
② 両者のフロべ ニ ウ ス 根 が 等 し い
③ l 十 A 十 A 十 A 2十 A 3十……
= t { l 十 tA 十 t A 2 十 tA 3十一一 }
と い う 関 係 が 成 り 立 つ か ら , 〔 l - A 〕 か t 〔 l
- A 〕  のいずれかの逆行列が非負となる, ある
いは, A か  t Aのいずれかにおいて,すべて
の固有値の実数部が正となる, または, フ ロ べ
ニ ウ ス 根 < l と な る ,  または,無限級数が収束
するのうちどれか1つが満たされれば, 他もす
べて成立し,かつまた, ( l ) , ( 2 ) , ( H-S),  ( 1
-a), ( 2-a), ( l -b), ( 2 -b ) ,  (H-S-a)のすぺて
が成立する。( 逆 に ( l ) - (H-S-a )のうちどれ
か1つが成立すれば, 上のすべてが成立する。)
S 3 で は ,  あ る 非 負 べ ク ト ル x が存在して行
列Aが生産的になることを仮定すれば, すなわ
ち,(a )Weak  solvabilityを仮定すれば,方程
式 ( I [ ) は 任 意 の c ≧ 0 に 対 し て 非 負 ぺ ク ト ル
x をもっことを示したが,  実はこのときには,
上 か ら 明 ら か な よ う に , 方 程 式 ( I I I ) は 任 意 の
v ≧ 0 に 対 し て 非 負 べ ク ト ル pをもち,方程式
( W ) は 任 意 の L ≧ 0 に 対 し て 非 負 べ ク ト ル A
をもっこ と に な る。
なお,価格と価値の間には,次の関係が成立
するl4) '15 )。 第1に, もしすべての部門が正の利
潤 (,e> 0 ) を 得 て い る と す れ ば , 方 程 式 ( II )
と ( I V ) と か ら
t〔 l - A 〕 pw > t 〔 l - A 〕 A = L
が得られる。ただし,p w= p /1nである。よって
pui A= t〔 l - A〕一l Li ;0
が成立する。すなわち,すべての部門が正の利
潤 を 得 て い る と き に は , 労 働 で 測 つ た 第 .1l 財
の価格 pj/ωはその価値Aj よ り も 決 し て 小 さ く
な る こ と は な い l 6 )。
第 2 に. もしすぺての部門の利潤がゼロなら
ば,
P w=A
が成立する。 すなわち,それぞれの部門で価値
と ( 労 働 で 測 つ た ) 価 格 と が 等 し く な る l 7 )。
14) Morishima〔8〕, 塩沢〔15〕を参照せよ。 また Tan‘'aet e r 〔 3 〕  も参照のこと。
15) 国際価値論については,Negishi〔l1〕を参照のこと。
l6 )  行列Aが分解不可能であるとすれば, '〔 l - A〕一l > 0 と な る か ら ,  p u>Aが 成 立 す る 。 ま た , さ
ら に L t 0 な ら ば. p o > A > 0 と な る 。
l7) また逆に, 行列Aが分解不可能であるときに, それぞれの部門の価値と価格が等しければすべての
部p'llの利潤がゼロとなる。
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S 7 . マーク ・ ア ッ プ方式と価格決定方程式
双対方程式 ( II )  のほかにも, 価格決定方程
式
( V ) t〔 l - AM〕p=ωML
を 考 え る こ と が で き る。 こ こ で ,  Mは, l 十
mj ( た だ し mj は 非 負 ) を 対 角 要 素 と し ,  0
を非対角要素とする nxn の行列である。 -
般に, mj は , 各 部 門 の 利 潤 率 ま た は マ ー ク ・
ア ッ プ 率 と 解 釈 さ れ て い る。 すなわち,方程式
(m ) の1: jを
nj = mj (Σl=、ag 十 u'tj)
と ぉ き , 整 理 し た 式 が 方 程 式 ( V ) で あ る 。 利
潤 率 と マ ー ク ・ アップ率の経済学的意味は異な
るけれども, 数式的に表現すれば, 両者とも方
程 式 ( V ) で 示 さ れ る の で あ る 。
行 列 t 〔 l - AM〕の要素は, 1l :,,l二j に お い て ,
- ( 1 十 mj ) ,a,J,・≦ 0 で あ る か ら ,  この行列と
方 程 式 ( I ) の 行 列 B と は 同 じ 形 式 で あ る。 し
たがって,,
( 2 -c) 任意のωML≧0に対して, p i i 0
が存在する
( 1 -c) あ る ω M L > 0 に 対 し て ,  p ≧ 0
が存在すること
(H-S-c) 行 列 t 〔 l - AM〕の主座小行列
式の値が正であること
( 3-c) t〔 l - AM〕一l i 0
( 4 -c) '〔 l - AM〕の固有値の実数部が
正であること
( 5 -c)  行列 '( A M ) の 7 ロ べ ニ ウ ス 根 が
1 よ り 小 で あ る こ と
( 6 -c) 行列 '(AM)の無限級数が収東す
る こ と
がすべて同値であるから,(2 -c)が成立するた
めには, これを除く上の条件のうちいずれか1
つが成立することが要求される。
§6の最後で, 行列Aが生産的となるような
x≧0の存在を仮定すれば,方程式( n ) , ( II ) ,,
( lV)のそれぞれに非負解 x ,  p ,Aが存在す
る こ と を 述 べ た が , 方 程 式 ( V ) に お い て は ,
この仮定によっては, 非負解が存在することを
示 す こ と は で き な い。すべての j について
mj =0のときを除いては,  '〔 l - A〕 : l1l :t〔1
- AM〕, tA :il : t ( A M ) で あ り , 方 程 式 ( ll )
のWeak solvabilityと同値な条件からは, -
般には, それらに対応する上の条件を導出する
こ と は で き な い か ら で あ る。
上の条件が成立するための十分条件と して
は,前に述べたSolowの行和・列和条件を挙
げ る こ と が で き る。方程式(II I )の列和・ 行和
条 件 が ( s-1 ) ( s- 2 )で示されるのに対して,
方 程 式 ( V ) の そ れ は
(s- 3 ) す べ て の i に対して,,
1 > ; ija l ( l 十mj ) aij
(s- 4 ) す ぺ て の 1 l に 対 し て ,,
1 > Σf_ 1 (1十mj ) d が
で あ る か ら , 方 程 式 ( II ) の 列 和・ 行和条件を
満 た す も の で あ っ て も , 方 程 式 ( V ) の 列 和・
行和条件を満たすとは必ずしも言えず, 方程式
( V )  における非負解の存在も保証されない。
しかし,現実の産業連関表を想定すれば,投入
係数は円価値単位で測定されているので, すべ
ての i において,,
1 = Σ;=t (1十mj ) ai j 十 ( 1 十mj ) u1lj であ
る o
それゆえ, すべての部門で付加価値項日が正で
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あ る か ぎ り ,  (s- 4 )が満たされることになる18 )。
し た が っ て ,  すべての投入係数a多・ とすべての
マ ー ク ・ ア ッ プ 率 mj を 所 与 と す れ ば ,  ul 1l1
がどのように変化しようとも必ず非負解が存在
す る こ と に な る 。
S 8 .  均等利潤率
方程式 ( V )  においては, 利 潤 率 と か マ ー ク
ア ッ プ 率 と 解 釈 さ れ て い る mj は , 部 門 ご
とに異なっていたが, 長期においても完全競争
状態が続けば, 各部門間で資源の移動が生じ,
それとともに部門間の利潤率格差も消滅すると
考えられている。 そ こ で , 本 節 で は , 各 部 門 の
利潤率が同一と な る よ う な ヶ ー ス を 考 察 す る。
均等利潤率を m( m = ml = 1n2 =-- =
mn) とぉき,方程式(V )を変形すれば,
( l ) t〔p l -A 〕 p = ω L
( た だ し , ρ =  1 / ( l 十m) )
が得られる。
森 鳴 〔 l 0 〕 は , 方 程 式 (u ) を 解 く に あ た っ
て, p p >t A p と な る よ う な 非 負ぺ ク ト ル p が
存 在 す る こ と を 仮 定 し て い る l 9 )。 この仮定は§
7 の ( l -c)の直接的な言明であるから, この
仮 定 が 満 た さ れ れ ば , 任 意 の ω L ≧ 0 に 対
して非負解pが存在することは明らかである。
十分に大きな k を考え, 非負のpを k を倍
すれば,必ず k p >k / p tA p 十 u1/lo L と す
る こ と が で き る。 これは, どの部門もすべての
費用を支払つてなぉかっ m 以上の利潤率を享
受 し う る こ と を 意 味 す る こ と か ら , 森 嶋 は こ の
仮定を合採算性の条件と呼んでいる。
フ ロ べ ニ ウ ス 定 理 を 適 用 し て 方 程 式 C l l [ ) に
おける非負解の存在条件を述べることもでき
る 。 条 件 ( 5 ) や ( 5 -c )をょり一般的に述べれ
ば, ,「pを実数, l を n 次単位行列, Aを非負
行 列 と す る と き , 〔p I - A〕が逆行列をもっ
ための必要十分条件は, ρ>1i ( A ) 」 で あ る 2o)。
ただし, ,i ( A ) は 行 列 の A の フ ロ べ ニ ウ ス 根
である。この定理を方程式Cl l [ )に適用すると,,
1 / ( 1  十 'n ) > .1t (t A)
のとき, t 〔p l - A 〕 一l≧, 0 と な る 2 1 )。したが
って, こ の と き に は , 所 与 の toL > 0 に 対 し
て , 均 等 利 潤 率 m を も た ら す ょ う な 非 負 の 価
格 べ ク ト ル
p =t〔1ol - A〕 一1ωL
を 得 る こ と が で き る。
方程式(1l[)における非負解の存在条件は,
方 程 式 ( II ) , ( II ) , (]V ) の そ れ よ り も 厳 し く
18) 本 論 文 の タ ー ム で は ,  すぺての部門で直接的な労働投入 (1j > 0 )  があればよい。
19) こ れ は , 行 列 ( 1 十 m)Aが生産的であるという条件と同値である。
20) とくに,二階堂〔13,p.120〕を参照せよ。 ま た. 二階堂〔14〕, Takayama〔19〕も参照のこと。
21) m> 0 のとき, 1 / ( 1 十m) > .1l ('A ) 満 た さ れ る と す れ ば. 当然, 1 > 1 / ( 1 十m) >i('A)。
これから,  ' 〔 p l - A ) -12 「 〔 l - A〕一lが成立する。 (竹内〔20,p.108〕を参照せよ。)
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なっている。均等利潤率には, 一般に大きさに
制限があるからである22)。
行列Aが生産的であれば,十分小さな m に
対しては, 1 > l / ( 1 十m ) > .1l ( A ) を 満 た
す か ら , 方 程 式 ( I [ ) , ( III ) ,  ( ]y ) ,  (u ) に は
非負解が保証される。 しかし, A > 0 の と き ,
あるいは, A ≧ 0 かっAが分解不可能であると
きには, ,1l ( A ) > 0 と な る か ら 2 3 ), m が 十 分
大 き く な る と ,  1 > .1l ( A ) > 1 / ( 1 十m) と
な り , 方 程 式 ( I [ ) ,  ( I I I ) , ( lV )には非負解が
保証されても,方程式(W)には非負解が保証
されないのである。
なぉ,各部門の利潤率を均等にするような価
格が存在すると仮定すれば, 価格と価値の間に
は次の関係が成立する。すなわち,方程式( lV )
と (、E ) に よ り
t〔lol - A 〕 p u
= t〔 l - A 〕 A = L
それゆえ,,
p.:= t〔ρ1 - A 〕 一l ・ t〔 l - A 〕 A
である24l。 これは, 価格の価値からの乖離の度
合が, その経済の技術構造の反映である投入係
数行列Aにのみ依存することを意味している。
APPENDIX. 数値例
A. 最終需要l単位の生産に必要な直接・間
接の労働量
本文の§5では, 1l産業の最終需要l単位
を生産するのに直接必要な労働量が k 産業の
そ れ よ り も 大 で あ る と し て も , こ れ ら を 生 産 す
るために間接的に必要とされる労働投入量まで
考慮にいれると, これれが逆転する可能性があ
22) 方 程 式 (u ) よ り , lop - 'A p = tl1,Li ; 0 ,  よ っ て p ≧ ( 1 十m) ('A )  pが成立する。ここで行
列Aのある対角要素 aa を正とすれば,
P, ≧ ( l+m) aa P,
で あ る 。 さ ら に , 行 列 A が 生 産 的 かっ分解不可能とすれば,注l3 )と同標の方法によって, p > 0 が
得られる。したがって
1 十m≦ 1 / aj j
となる。 p ≧ ( 1 十m ) ('A ) p か ら
p ≧ ( 1 十m) (l A) p j ( 1 十m)2 ('A ) 2 p≧一一≧ ( 1 十 m ) ◆ (t A ) i p
が 得 ら れ る 。 よ っ て , 行 列 ('A)'のある対角要素 a (k) j jが正のと き
( 1 十1n) i S1 /a(1t ) j j
と な る。 し た が っ て , 方 程 式 (u )に非負解を保証するような均等利潤率の上からの制限がないとす
れば. 行列Aの任意のべき乗の対角要素が0でなければならない。 この場合を除くと,  均等利潤率は
上に有界である。 (この証明については,塩沢〔l5,pp.86-87〕を参照せよ。)
23) 二階堂〔13〕 ,〔14〕および竹内〔20〕をみよ。
24) こ こ で は , 均 等 利 潤 率 m を 所 与 と し て , A に 対 し て p ,。を求めているがBortk iewiczは,労働で
測 つ た 第 n 部門の価格をnorma l i zeすることにより (.Pn/to = 1 と ほ く こ と に よ り ) , 均 等 利 潤 率
m を 計 算 し. Aと p “との対応関係を導いている。(Sweezy〔18〕を参照せよ。)
なぉ,Sra f faの標準商品との関連から転形問題を考察した論文としては, Miyao〔6〕を挙げるこ
とができる。
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第 1 表
( 単 位 ;  ( 1 ) ( 2 ) ( 3 ) は 1 0 0 万 円 , ( 4 ) ( 5 ) は 人 / 年 )
( 1 )
最終需要
( 2 )
直接 生産
( 3 )
直接・間接の生産
( 4 )
直接生産
に必要な
就薬者数
( 5 )
能・船の
生産にa要な
a基組中間校入計 a付加館計 移輪入計 a的随計
農業
林業
水産業
鉱業
製造業
建設業
電気・ ガス ・ 水道
商業
金Ea・保険・ 不動産集
連輸・通信
サ ー ビス・その他
事務用品・梱包
分類不明
l,000
l,000
1,000
l,000
l, 000
1,000
l,000
l,000
l,000
l,000
l,000
l, 000
l,000
475.8
477.6
423.4
472.5
705.3
575.0
563.4
303.4
l79.1
590.8
364.3
843.8
1,008.0
524.2
522. 4
576.6
527.5
294.7
425.0
436.6
696.6
820.9
409.2
635.7
156.2
-8.0
323.5
323.7
296.8
233.7
499.4
389.8
382.5
100.7
64. ,l
358.2
的5.4
612.6
5ll.4
676.5
676.3
703.2
766.3
500.6
6l0.2
6l7.5
899.3
935.6
641.8
804.6
387.4
489.7
4l5.0
85.9
l65.3
89.l
61.5
100.5
3l.9
196.1
5l.7
93.7
170.5
0.0
0.0
468.5
1l3.7
l91.7
l36.8
1l8.0
l42.0
62.8
228.8
73.5
139.9
206.9
55.6
107.l
1i
第 2 表
(単位;l00万円)
( 2 )
直 接  生 産
( 3 )
直接・間接の生産
組付加
価値計
組付加
価値計
聞 者
所 得
営 業
余 期
資本演
耗引当
その他
属用者
所 得
営 業
余 篇
資本演
耗引当
その他
農業
林業
水産業
鉱業
製造業
建設業
電lll・ がス・組集
商業
鍵・離・不難業
連輸・通信
サ 一1lス・その他
事務用品・組包
分類不明
524.2
522.4
576.6
527.5
294.7
425.0
436.6
696.6
820.9
409.2
635.7
l56.2
-8.0
32.6
274.li
260.4
l70.0
l45.1
246.6
168.4
384.5
158.0
3l2.5
ll64.6
92.3
31.6
349.3
178.2
l32.l
l97.6
M.0
l04.3
ll3.9
207.3
436.6
l9.8
34.6
56.0
-15.2
125.4
48.0
l28.2
1l0.8
32.7
42.0
105.0
41.9
186.0
69.6
45.0
3.2
0・0
16.9
21.6
55.9
49.1
62.9
32.1
49.3
62.9
40.3
7.3
4l.5
4.7
-24.4
676.5
676.3
703.2
766.3
500.6
610.2
617.5
899.3
935.6
64l.8
804.6
387.4
489.7
92.3
357.2
32l.8
305.1
237.2
343.l
245.9
474.5
215.7
427.0
552.5
2l0.0
293.9
404.7
223.9
167.0
249.8
1l8.0
l51.7
l72.6
274.6
470.2
84.9
l29.2
ll6.8
ll8.1
149.7
66.0
145.8
148.3
63,4
65.2
l34.3
75.2
202.0
102.9
67.8
28.7
62.3
29.8
29.2
68.6
63.1
82.0
50.2
64.7
75.0
47.7
27.0
的.1
3l.9
15.4
る こ と を 指 摘 し た。 第l表は, この数値例であ
り,昭和55年の宮城県の産業連関表(宮城県企
画部(1984 ) ,『宮城県経済の構造』)から計算
し た も の で あ る 。 第 l 表 の ( 2 ) 欄 は , 昭 和 5 5
年の宮城県のある1つの産業に10億円の(移輪
出向け) 最終需要が生じたと仮定したときに,
その生産に必要な中間投入額および生産によっ
て産み出される粗付加価値を示している。また,
この中間投入が可能となるためには, 宮城県内
でこれが生産されるか, 他の地域から移輸入さ
れるかしなければならない。 県内分は, 再び中
間投入に組付加価値が付け加えられなければ生
産が可能とはならない。 この中間投入には, 県
内生産か移輸入が必要である。(3 )欄は, こ
のような繰り返しの結果の合計を示している。
封鎖経済を想定するとすれば, 10隨円の最終需
要は, すぺての粗付加価値に還元されることに
なるが,  現実の経済には移輸入があるために,
間接的な生産まで考慮にいれた組付加価値の合
計はl0億円より小となっている。第1表の(4) ,,
( 5 ) 欄 に は , ( 2 ) ,  ( 3 ) 欄 の 粗 付 加 価 値 ,
と く に 雇 用 者 所 得 お よ び 営 業 余 剰 ( 第 2 表 の
( 2 ) ( 3 ) 欄 参 照 ) に よ っ て 可 能 と な る 就 業
者 数 が 示 さ れ て い る 。 ( な ぉ , 第 l 表 の ( 4 )
欄のデ ー タ は 『 前 掲 書 ( p . 7 5 ) 』 よ り 計 算 し た
ものである。) こ こ で , 労 働 の 投 下 量 を 測 る 指
標に就業者数をとったのは, 展業や小売業に従
事 し て い る 人 々 ( い わ ゆ る 個 人 業 主 ) は , 被 雇
用者でないため統計上雇用者数に算入されない
ためである。
第 1 表 の ( 4 ) 欄 と ( 5 ) 欄 を 比 較 す れ ば ,
それぞれの最終需要l0億円を生産するのに直接
必要な就業者数は,製造業よりも林業が大であ
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るのに対して, 直接・間接に必要とされる就業
者数については逆転していることがわかる。(た
だし, 後者の計算にあたっては, 各産業での労
働時間の差や労働の質の差の問題をまったく考
慮していないので, 本格的な実証研究に際して
はこの点に十分な注意を払う必要がある。)
B. レオンティ エフ ・ パ ラ ド ッ ク ス
Leont ie fは,アメリカ合衆国の産業連関分
析から, ア メ リ カ で は 輸 入 財 よ り も 輸 出 財 の ほ
うが労働集約的であることを示した。 これが一
般の予想に反したことから, レ オ ン テ ィ ェ フ ・
パ ラ ド ッ ク ス と 呼 ば れ て い る こ と は ,  すでに本
文S5で述べた通りである。 ここでは,Leon-
t i e fがァ メ リ カ 経 済 を 分 析 し た 手 法 と 同 様 の
手法を用いて, 宮城県経済が, 一般の予想と同
じく労働集約的な経済であることを示す。
第3表は,宮城県において,各産業の合計で
10億円の移輸出を行わない替わりに, 各産業の
合計でl0億円の移輸入を域内生産するとしたと
きの就業者の削減数および就業者の創出数を示
している。 ただし,宮城県全体の移輸出や移輸
入に占める各産業の移輸出や移輸入の構成比に
変化がないものとしている。 ( ま た , 各 産 業 の
移輸入が減少すれば. 各産業の移輸入率Mに影
響 を 及 ぽ す た め に , 〔 l- ( l-M ) A 〕 一l の値も
変化することになるが, ここではそれが極めて
徴少であり無視できるものとして, 同県産業連
関表の〔l- (l-M ) A 〕 一1型逆行列表に基づい
て,計算を行つた。)
これによれば,宮城県では,展業,水産業,
電気・ ガ ス ・水道業,商業,連輸 ・通 信 , サ ー
ビス ・ その他の6産業で労働の移輸出が行われ
第 3 表
(単位 ,人/年)
移輸出削減効果 移輸入代替効果 労働の移輸出
展業
林業
水産業
拡業
製造業
建設業
電気・ ガ ス ・水道業
商業
金融・保険・不動産業
運輪 ・通信
サ ー ビス ・ その他
事務用品・相包
分類不明
28.8
0.1
6.9
0・1
71.4
0.0
2.0
35.4
0・ 0
6.7
l0.9
0.0
0.8
20.0
l.6
5.7
1l. ・ll
82.9
0.0
0.3
11.8
0・0
3.9
7.2
0.0
0.9
十
十
十
十
十
十
計 l63. 1 145.7 十
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ているのに対して, 林業, 工業, 製造業では労
働の節約が行われている。 総計では,宮城県が
l0億円の移輸出をやめれば, 年間163.1人の就
業者の削減につながるが, 同額の移輸入をやめ
それを域内生産することによって, 年間145.7
人の就業者の增加となるので, 結局, 宮城県で
は, l0億円の移輸入の替わりに同額の移輸出を
行 う こ と に よ っ て , 余 剰 労 働 を 処 分 し て い る こ
とになる。
他方, 労働とならぶ重要な生産要素である資
本 ス ト ッ ク に つ い て は , 各 産 業 ご と の 資 本 係 数
を入手することができなかったので, 各産業の
資 本 減 耗 を ダ ミ ー として上と同様の計算を行う
と, 10億円の移輸入を域内生産したときの資本
ストックの增加分が,同額の移輸出をやめたと
きの節約分よりも大となり,宮城県は, l 0億円
の 移 輸 入 に よ っ て 資 本 ス ト ッ ク を 節 約 し て い る
という結果が得られた。
このような結論は,宮城県の産業は全体的に
みれば 「労働集約的である」 とする一般的な考
え方と一致している。 これを正確に確認するた
め に は. 産業の数の拡張や資本係数の正確な測
定 を 行 つ た り , あ る い は ま た , A P P E N D I X
のAで述べた問題の解決を図らなければならな
いけれども, conjectureとしては, レ オ ン テ
ィ ェ フ ・ パ ラ ド ッ ク ス な ら ぬ 高 橋 ・ パ ラ ド ッ ク
スは成立しないように思われる。
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